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Podstawowa wiedza niezbedna do rozwigzania ré6wnania rézniczkowego

Jednym z najbardziej podstawowych typow réwnan rézniczkowych jest réwnanie liniowe o stalych wspotczyn-
nikach. Rownanie liniowe sktada si¢ jedynie z liniowych wyrazéw, ktore moga zawieraé¢ state wspotezynniki.
Wymagane jest przejscie na réwanie jednorodne- przenosimy wszystkie wyrazy z funkcja y i jej pochodnymi,
po czym przyréwnujemy do zera otrzymujac rownanie jednorodne. Nastepnie wymagane jest uzmiennienie
stalej i traktowanie jej jako funkcji zaleznej od x. Liczymy pochodne obu stron i wykorzystujemy wyniki w
poczatkowym réwnaniu. Wynikiem jest suma rozwigzan z obu czesci

Rozpatrujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe:

ylie2a:7ye:r:0 (1)
Gdzie:
y(z) (2)

Jest nasza szukang funkcja.

Przejscie na r6wnanie jednorodne

Przenosimy wszystkie elementy z funkcja y i jej pochodnymi na jedng strone i przyréwnujemy do zera,
otrzymujac rownanie jednorodne.

Rozwigzanie powstalego rownania o zmiennych rozdzielonych

Uzyskane réwnanie jednorodne jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych i przyjmuje postac:

ey L) =
y(x)e® + ——y(z) =0 (3)
Rozpatrujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe:

Y —ye® =0 (4)
Gdzie:
y(z) (5)

Jest nasza szukang funkcja.

Rodzielanie zmiennych

Jezeli jest to mozliwe, dokonujemy powszechnie znanego rozdzielenia zmiennych x i y. Poprzez rozdzielenie
zmiennych rozumie sie oddzielenie wyrazoéw zawierajacych zmienna x od tych, ktére zawieraja zmienna y.
W celu dokonania tego podzialu, mozemy przyporzadkowaé te wyrazy do funkeji h(z) i g(x), co pokazano
ponizej:

g(x) = e (6)
h(z) =y (7)
Poza tymi elementami nasze réwnanie zawiera réwniez wyraz 3, ktory mozna réwniez zapisaé jako:
dy
/
= -2 8
V=0 (8)

wstawieniu wyrazenia mozna zauwazy¢, ze w pozniejsz T mnozenie réwnani ustronni
Po wstawieniu tego azenia mozna zauwazy¢, ze 6zniejszych krokach pomnozenie réwnania obustronnie
przez dr umozliwia scatkowanie obu stron wzgledem innych zmiennych.
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Calkowanie zmiennych rozdzielonych

Ponizsze roéwnanie nalezy zmodyfikowaé:

dy z

W _ 9

2y =Y (9)
W tym celu mnozymy obustronnie przez dx oraz przenosimy y(z) na przeciwng strone rownania:

d

Y _ evda (10)

Y

Nastepnie, aby "wroci¢" do funkcji pierwotnej oraz otrzymaé¢ wynik w postaci funkcji y catkujemy otrzymane
rownanie obustronnie: Co wazne, przy catkowaniu nalezy pamieta¢ o dodaniu stalej catkowania w dowolnej

postaci naogdét zapisywanej jako C' badz D.
1
/fdy:/erdx (11)
Y

Po scatkowaniu otrzymujemy nastepujacy wynik:

log (y) =e*+ D (12)

Uproszczenie rozwigzania otrzymanego po scalkowaniu réwnan
Po uporzadkowaniu oraz przeobrazeniu stalej wyrazenie ma nastepujaca postac:

y(z) = Cre” (13)
Otrzymane wyrazenie stanowi rozwigzania réwnania roézniczkowego o zmiennych rozdzielonych. Stalta catkowa-
nia jest mozliwa do policzenia w momencie w ktérym w zadaniu zostaly podane warunki poczatkowe, czyli
wartos$¢ funkcji dla konkretnego x.

Uzmiennienie statej

Kolejnym krokiem jest potraktowanie statej jako funkcji zaleznej od z:

y=—1—e"+C(x)e (14)
Nastepnie nalezy policzy¢ pochodne obu stron réwnaniaOtrzymujac rownanie nastepujacej postaci
Y = —e® +C (x)ef + Cy (z)e®e® (15)
Dzieki tej operacji mozemy teraz podstawi¢ y i ¥’ do oryginalnego rownania
¥ —yla)e” + L y(a) = 0 (16)
dx
I otrzymamy:
e® — e 4 O (x)ef — (01 (z)e® —e® — 1) e® +Cy (z)e®e® =0 (17)

Nastepnie, jezeli wszystko zostalo policzne poprawnie to wartosci C(x) powinny sie skrocié¢ i uprosci¢ do
postaci z ktorej w tatwy sposob mozemy wyznaczyé¢ C’(x) otrzymujac:

C(z)=0 (18)
Po obustronnym scatkowaniu otrzymamy wartosé¢ statej:
Ci(z)=0 (19)

Aby otrzymadé ostateczny wynik musimy podstawi¢ otrzymang stata do pierwszego réwnania w ktérym
uzmiennilismy stata:

y=—-1—¢" (20)
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