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Roéwnania rézniczkowe 2 stycznia 2024

Podstawowa wiedza niezbedna do rozwigzania ré6wnania rézniczkowego

Roéwnanie rézniczkowe typu Bernoulliego to szczegélny rodzaj réwnania rézniczkowego zwyczajnego pierwszego
rzedu. Ma postaé¢ ogdlng:

Y + P(z)y = Q(z)y" (1)

Gdzie y to nieznana funkcja zalezna od zmiennej z, P(z) i Q(x) o dane funkcje zalezne od z, a n to stala
liczba rzeczywista, rozna od 0 i 1. Charakterystyczne dla rownan Bernoulliego jest to, ze sg one nieliniowe z
powodu obecnosci wyrazu y™ po jednej stronie réwnania. Rozwiazania tego typu réwnan moga by¢ trudne do
uzyskania w ogdlnoéci, ale dla pewnych wartosci n mozna zastosowaé¢ pewne techniki upraszczajace rozwiazanie.
W przypadku n = 0 réwnanie Bernoulliego staje sie liniowe, a dla n = 1 mozna je przeksztalci¢ do postaci
liniowego réownania rézniczkowego zwyczajnego pierwszego rzedu. W innych przypadkach konieczne moze
by¢ zastosowanie specjalnych technik, takich jak zamiana zmiennych czy redukcja rzedu, aby uzyskaé¢ ogblne
rozwiazanie.

Rozpatrujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe:

y' —y—3y*sin(z) =0 (2)
Gdzie:
y(x) (3)

Jest nasza szukang funkcja.

Wyznaczenie nowej funkcji z zaleznej od x w celu przejscia na ré6wnanie liniowe

Aby dokona¢ podstawienia, konieczne jest zdefiniowanie n poprzez znalezienie najwyzszej potegi y, gdzie n to
wyktadnik tej funkcji.

n=2 (4)

Nastepnie nalezy dokona¢ podstawienia i przejs¢ na nowa funkcje z, uzywajac ponizszego wzoru:

W naszym przypadku:

Nastepnym krokiem jest wyznaczenie pierwszej pochodnej funkcji z:

, A=)y (@) Ly(x)

Z = 7
y(z) ™
Po podstawieniu wartosci n :
d
y?(x)
Nastepnie nalezy wyznaczy¢ z powyzszych rownan y oraz y’
1
- 9
Y= Im (9)
d
/ %Z(.ﬁ)
= 10
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Przejscie na r6wnanie liniowe

Ostatnim krokiem do przejscia na réwnanie liniowe jest podstawienie wyliczonych wyzej y i ¥’ do pierwotnego
réwnania:

z(z) — 3sin (z) + %z(z) =0 (11)

Orzymane roéwnanie liczymy w nastepujacy sposob:
Rozpatrujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe:

2/ —2z—3sin(z) =0 (12)
Gdzie:
z(x) (13)

Jest nasza szukang funkcja.

Przejscie na ré6wnanie jednorodne

Przenosimy wszystkie elementy z funkcja y i jej pochodnymi na jedna strone i przyréwnujemy do zera,
otrzymujac réwnanie jednorodne.

Rozwigzanie powstalego ro6wnania o zmiennych rozdzielonych

Uzyskane réwnanie jednorodne jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych i przyjmuje postac:

Gdzie:
z(x) (16)
Jest nasza szukana funkcja.

Rodzielanie zmiennych

Jezeli jest to mozliwe, dokonujemy powszechnie znanego rozdzielenia zmiennych x i y. Poprzez rozdzielenie
zmiennych rozumie si¢ oddzielenie wyrazéw zawierajacych zmienng z od tych, ktore zawieraja zmienna y.
W celu dokonania tego podziatu, mozemy przyporzadkowaé te wyrazy do funkeji h(z) i g(x), co pokazano
ponizej:

g(z)=1 (17)

h(z) ==z (18)

Poza tymi elementami nasze rownanie zawiera réwniez wyraz z’, ktory mozna rowniez zapisaé jako:
,  dz
Z ==
dx

wstawieniu wyrazenia mozna zauwazy¢, ze w pozniejsz T mnozenie réwnani ustronni
Po wstawieniu tego azenia mozna zauwazy¢, ze 6zniejszych krokach pomnozenie réwnania obustronnie
przez dr umozliwia scatkowanie obu stron wzgledem innych zmiennych.

(19)
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Calkowanie zmiennych rozdzielonych

Ponizsze roéwnanie nalezy zmodyfikowaé:

dz
— =z 20
W tym celu mnozymy obustronnie przez dx oraz przenosimy z(z) na przeciwna strone réwnania:
dz
— = ldzx (21)
z

Nastepnie, aby "wréci¢" do funkcji pierwotnej oraz otrzymaé¢ wynik w postaci funkcji y caltkujemy otrzymane
réwnanie obustronnie: Co wazne, przy calkowaniu nalezy pamieta¢ o dodaniu statej catkowania w dowolnej

postaci naogot zapisywanej jako C badz D.
1
/fdy:/ldx (22)
z

Po scatkowaniu otrzymujemy nastepujacy wynik:

%::HD (23)

Uproszczenie rozwigzania otrzymanego po scalkowaniu réwnan

Po uporzadkowaniu oraz przeobrazeniu stalej wyrazenie ma nastepujaca postac:
z(z) = Cie® (24)

Otrzymane wyrazenie stanowi rozwiazania réwnania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych. Stata catkowa-
nia jest mozliwa do policzenia w momencie w ktérym w zadaniu zostaly podane warunki poczatkowe, czyli
wartos¢ funkcji dla konkretnego x.

Uzmiennienie statej

Kolejnym krokiem jest potraktowanie statej jako funkcji zaleznej od x:

)= _3(:0; (x) 3811; (z) +Cp (2)e® (25)

Nastepnie nalezy policzy¢ pochodne obu stron réwnaniaOtrzymujac rownanie nastepujacej postaci

,_ 3cos(x)  3sin(z)

y = 5+t + C (2)e” + Cy (x)e” (26)
Dzieki tej operacji mozemy teraz podstawi¢ y i ¥’ do oryginalnego rownania
d
z(z) — 3sin(z) + —=z(z) =0 (27)
dx
I otrzymamy:
C (z)e” =0 (28)

Nastepnie, jezeli wszystko zostalo policzne poprawnie to wartosci C(x) powinny sie skrocié¢ i uprosci¢ do
postaci z ktorej w tatwy sposob mozemy wyznaczyé¢ C’(x) otrzymujac:

C(z)=0 (29)
Po obustronnym scatkowaniu otrzymamy wartosé¢ statej:
Ci(x)=0 (30)

Aby otrzymaé ostateczny wynik musimy podstawié¢ otrzymang stala do pierwszego réwnania w ktérym
uzmiennilismy stala:
3cos(x) 3sin(x)
2 2

Y= (31)
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