Roéwnanie ré6zniczkowe drugiego rzedu - metoda przewidywan

Jednym z podstawowych typéw roéwnan rézniczkowych drugiego rzedu jest rownanie jednorodne o stalych
wspotczynnikach . Proces rozwiazania tego typu réwnania polega na przewidzeniu rozwiazania, ktore przyjmuje
0g6lna postac:

y(z) = Ce™ (1)

Na podstawie otrzymanych pierwiastkow (rozwiazan) przewidywanego rownania dobiera sie docelowe réwnanie
ogoblne. Ponizej znajduje sie przyktad zadania ilustrujacego proces rozwiazania tego rodzaju réwnania:

Rozpatrujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe:

y’ +10y — 0.5y =0 (2)
Gdzie:
y(z) (3)

Jest nasza szukana funkcja.

Przewidywanie rozwigzania

Pierwszym krokiem do rozwiazania danego roéwnania jest wyznaczenie pochodnych przewidywanego rozwigzania.
Przypominajac pierwotne rownanie ktére przewidujemy jako nasze rozwigzanie ma nastepujaca postac:

y=Cer (4)

A nastepnie znalezienie potrzebnych pochodnych. W przypadku réwnan drugiego rzedu jak nazwa wskazuje
najwyzsza pochodna jest drugiego stopnia stad potrzebne nam dwie pierwsze pochodne przewidywanego
rozwiazania. Pierwsza pochodna:

y = Cre'™ (5)
Druga pochodna:
y// _ Crzem: (6)

Nastepnym krokiem jest podstawienie poszczegélnych przewidywari do odpowiednich pochodnych w pierwotnym
réwnaniu:

10Ce™ + Cr?e™ — 0.5Cre”™ =0 (7)
Mozna zauwazy¢ powtarzajace si¢ elementy i wylaczyé je przed nawias:
C(r*—0.5r+10)e™ =0 (8)

Podstawowa zasada matematyki mowi, ze jesli iloczyn dwoch czynnikéw jest réwny zero, to przynajmniej
jeden z tych czynnikéw musi byé réwny zero. W metodzie przewidywan nie rozpatruje sie jednak dwoéch
przypadkow, poniewaz gdy stala calkowania, a zatem funkcja eksponenty, jest rowna zeru to zadanie staje sie
trywialne i nie wymaga dalszej analizy. Dlatego skupiamy sie na drugim czynniku, powszechnie nazywanym
rownaniem charakterystycznym, ktore dostarczy nam pierwiastkow niezbednych do przewidzenia ostatecznego
réwnania. Réwnanie poddawane dalszej analizie ma nastepujaca postaé:

10472 —0.5r =0 (9)
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Po rozwiazaniu pewnej liczby zadan mozna zauwazy¢ pewna zaleznosé wynikajaca z powyzszego przewidy-
wania, co pozwoli na pominiecie tego kroku i podstawiania odpowiednich wartodci zgodnie z ponizszymi
podstawieniami:

y=r1° (10)
y =t (11)
y" =r? (12)

Rozwigzanie réwnania charakterystycznego i ogélna analiza jego rozwiazania w
kontekscie rozwigzywania rownan rézniczkowych drugiego rzedu

W réwnaniach rézniczkowych drugiego rzedu réwnanie charakterystyczne przyjmuje postaé réwnania kwa-
dratowego. Takie rownanie moze w rozwiazaniu da¢ trzy typy pierwiastkow i w zaleznosci od danego typu
dobiera sie rozwigzanie ogodlne tego rownania. Gdy policzona delta jest wieksza od zera, otrzymujemy dwa
pierwiastki rzeczywiste o postaci rg i 1, a wtedy przewidywane rozwigzanie przyjmuje postac:

y = Cre™% + Che™™? (13)

Gdy wyliczona delta jest réwna 0, otrzymujemy jeden pierwiastek o postaci rg, a wtedy przewidywane
rozwiagzanie przyjmuje postac:

Yy = Clerom + Cg(EGTO;E (14)
Gdy wyliczona delta jest mniejsza od 0, otrzymujemy dwa pierwiastki zespolone o postaci:

ro =a+ Bi (15)

rn=a—0 (16)

Gdzie « to czedé rzeczywista pierwiastka, a § to czesé urojona. Przewidywane rozwiazanie w takim wypadku
przyjmuje nastepujaca postac:

y = (Cycos (Bzx) + Cysin (Bx)) e*® (17)
Roéwnanie charakterystyczne w danym przyktadzie ma postac:
10472 —0.5r =0 (18)
Pierwiastki tego rownania przyjmuja postac:

ro = 0.25 — 3.15238005322962: (19)

r1 = 0.25 4 3.15238005322962¢ (20)
Po rozpoznaniu typu pierwiastkéw mozemy zapisaé rozwiazanie jako:

y = (Cysin (3.15238005322962z) + C, cos (3.15238005322962z)) 0257 (21)
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